Lista 3 - Relatividade Geral

Ricardo Antonio Mosna, agosto de 2023

Notagao: nesta lista usaremos a convengao do Wald, I, = % gk (Oa9vk + ObYak — OkYap), Para

os simbolos de Christoffel.

1. Considere o espago de Minkowski com coordenadas cartesianas (T, X,Y,Z) no referencial
inercial K. Vamos introduzir coordenadas girantes em relacao a K, com velocidade angular

w, por :

t=T,
x = cos(wT') X + sen(wT)Y,

y = —sen(wT)X + cos(wT)Y,
z=4.

(a) Mostre que a métrica nas novas coordenadas ¢ dada por

“1+w?(@*+y%) —wy wz 0
(g0 —wy 1 0 0
g =
" wa 0 1 0
0 0 0 1
(b) Calcule os coeficientes da conexao associados a essa métrica.
(c) Encontre as equagoes das geodésicas nessas coordenadas.
(d) Mostre que elas satisfazem as equagoes de movimento
&’z X (W x &) —2 "'xdf
m—s =-—-md X (0 XT)—2md x —.
dt? dt

Interprete este resultado em termos de forgas centrifuga e de Coriolis.
2. Considere o espago-tempo com métrica
ds® = — (14 2g2) dt? + dz? + dy* + d=?,
valida perto da origem espago-temporal, onde gz < 1, com g constante positiva.

(a) Calcule os coeficientes da conexao associados a essa métrica.



(b)

()

Considere a equagao da geodésica para uma particula inicialmente na origem e sob a
aproximacao de que sua velocidade é muito pequena. Qual é a aceleragao coordenada da

particula nesse regime?

Encontre um conjunto de coordenadas normais em torno da origem. Como o movimento

da particula acima é descrito nessas coordenadas? Interprete.

3. Considere o toro mostrado na figura abaixo (& esquerda):

Parametrize tal superficie usando as coordenadas 6 e ¢ da figura.
Obtenha o tensor métrico g;; na base coordenada dada por 9 e Jy.

Usando o que vocé obteve no item (b), escreva a integral que corresponde ao comprimento
da curva dada por ¢ = ¢y que abraga o toro e a calcule. Faga o mesmo para a curva
0 = 0.

Exiba uma curva que da uma volta no toro como mostrado na figura da direita. A
seguir, escreva a expressao da integral (ndo é necessario calcula-la) que corresponde ao

comprimento desta curva.
Ache os coeficientes da conexao riemanniana associada a métrica g;;.
As curvas corrspondentes a ¢ = ¢ sao geodésicas? E as correspondentes a 6 = 6y7

Considere um vetor V, = ¢! ag\p + c? 0¢\p no ponto p com coordenadas (6(p), p(p)) =
(6o,0). Escreva o problema de Cauchy correspondente a fazer o transporte paralelo de
V), ao longo da curva 6 = 0y que da a volta no toro. Nao ¢ preciso resolvé-lo.

Resolva este problema de Cauchy no caso em que y = 0. Compare V, com o resultado

final do vetor paralelamente transportado até voltar ao ponto p. Interprete o resultado.

Repita o item anterior mas agora para a curva com 6y = 7 /6.

4. A formula de Jacobi relaciona as derivadas do determinante de uma matriz com derivadas de

suas entradas:

S(Indet M) = Tr(M 16 M),



onde M é matriz inversivel e 4 é uma derivada qualquer.

(a) Demonstre a formula de Jacobi no caso em que M é simétrica. Dica: diagonalize M E|

(b) Seja g, um tensor métrico e g seu determinante. Use o item anterior para mostrar que

0/1gl = 3v/1919" 69
(¢) Mostre que I'V,,, = 9, In /]g|.
d) Most V., Xt =19 XH.
(d) Mostre que V,, T H(w]g] )

5. Mostre que os coeficientes de conexao se transformam como

Fo/ L= 9z dxt dz¥ Ta 0x® dzP 0%z

WV T 0z gan’ gpr’ T MY ggn’ Gy’ Dz Oxr

6. Considere uma curva y(\) na variedade M. Suponha que fagamos uma reparametrizagao via

A= A).
(a) Mostre que
dy\ _ @A (AN THdy (NP D (dy
d)\ dx) dx2\dx) dx  \d\ d)\ dA
(b) Suponha que y(\) s6 tem aceleracio na direcdo paralela a dy

dax’
v\ _ 54y
dX (d/\) _f()\)dX'

Mostre que nesse caso é sempre possivel escolher uma reparametrizacio A = A(\) tal que

isto é, que

a curva reparametrizada é uma geodésica, isto é,

dy
d>\ d\

7. Dados dois campos de vetores V, W na variedade M, definimos o comutador como a aplica¢ao

que leva a funcao f € C* na funcao

V. WI(f) == VW () = WV ()

1

(a) Dada uma carta com coordenadas locais (z',...,2") de M, podemos escrever V e W

como V =VHzT e W = WHZE. Mostre que
owH ovH
V,WH=V" - Wwv .
v, W] oxv oxv

10 caso geral pode ser obtido de maneira anéloga: como ambos os lados dessa equacio sdo polinémios nas entradas

de M, basta mostrar que essa identidade vale no subconjunto denso das matrizes diagonalizaveis.



(b)

Mostre que o comutador [V, W] define, de fato, um campo vetorial em M. Vocé pode
fazer isso mostrando que as componentes acima se transformam corretamente sob troca

de coordenadas ou, alternativamente, mostrando que [V,W](f) é linear em f e que
[V, W1(fg) = V.WI(f) g+ f [V.W](g) para todos f,g € C=(M).

Mostre que tal comutador satisfaz a identidade de Jacobi:
U, V], W]+ (W, U], V] + [[V,W],U] = 0.

Consideremos agora uma base local de T'M dada por n campos vetoriais eq, ..., ey, defi-
nidos em um aberto U C M (nao sao necessariamente vindos de uma base coordenada).

Como tais campos sao base de T, M para cada p € U, podemos expandir [e;, e;] como
lei, ej] = C’kijek.

Mostre que C¥. . é antissimétrico em ij e escreva a identidade de Jacobi como uma relaciao
ij

entre os C¥, ;e

Considere a base local dual {#'} de {e;} acima. Isto é, cada §* ¢ um campo de covetores
(1-forma) tal que 6%(e;) = 5; Podemos expandir e; e #° nas bases coordenadas acima
como e; = (ei)“% e 0° = (0"),dx*. Mostre que

), 0(0%),

oY Oz _Ckij(gi)u(ej)u-

Dica: contraia ambos os lados com (eq)*(ep)”.

Observe que o comutador entre dois campos de vetores de uma base coordenada qualquer
{%, cee a%} ¢ sempre nulo, i.e. [0y, 0,] = 0. Queremos mostrar que a reciproca tam-

bém é verdade, isto &, que se [e;, ;] = 0 para todo ij, entdo existem coordenadas locais

y', ... y" tais que e; = O Para isso, note que as equacgoes aanu =F,,compu=1,...,n,

oyt
~ . ~ OF,
para a fungdao desconhecida f, possuem solugao se e somente se 7.5 = gf 2. Use esse

fato, juntamente com o item (e), para encontrar as novas coordenadas.

Dé um exemplo de dois campos de vetores linearmente independentes V e W em R? com
- . . 2 2

comutador nao nulo. Assim, {V,,, W} é uma base para T,R* em qualquer ponto p € R

mas, por causa dos resultados acima, nao pode ser escrita como uma base coordenada

(nem mesmo localmente).



